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损伤断裂图型演化的统计描述 *
夏蒙禁’ ` 白以龙 柯 孚刃 ` ’
(中国科学院力学研究所非线性连续介质力学开放研究实验室 , 北京 1〕洲) 8。
摘 要
本文采用动力学演化与随机跃迁并存 的模型 , 研究损伤 断裂图型 的演化规律 .
根据演化的终态 , 损伤演化可分为整体稳定 (G )S 和演化引起剧 变 ( EI C ) 两种模式 ,
后者联系于断裂现象 . 本文引入统计描述 , 并指 出 , 即使微损伤 的连接规律是确定
性的 , 无序介质中断裂的出现亦应以概率分布函数描写 .
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关于受载荷固态材料的损伤断裂 , 包含微损伤的成核 、 扩展 、 互相连 接 , 以 及 主裂纹 的形
成等一系列过程 . 这是一类复杂的图型 ( p at t er n) 演化问题 , 目前尚无比较令 人满意的理论框
架描写它们 [’ ] .
图型演化是一大类非线性系统中带普遍性的问题 , 近年来已引起人们的关注 . 损伤断裂
图型演化的重要特点在于它是确定性动力学与无序性并存的演化现象 , 在实验观察和数值模
拟中发现 , 损伤成核在空间是随机分布的 , 而相互 连接 则限于相互距离不超过损伤本身尺度
的情形 . 这说明 , 损伤成核与材料细观结构的空间无序分布有密切关系 , 而连接则主要 与相
应区域的应力集中现象有关 , 后者大体由宏观条件 、 有 关微损 伤 的形态及 距离 所决定 , 具有
确定性特征 . 本文是探讨这类确定性动力学与无序性并存的系统中 , 图型演化 的描述方法及
演化的一般特征 . 我们假定 , 成核过程有随机性 , 而连接过程则遵从确定性 的动力学 12] .
为了简单 , 本文以一维有限离散系统为例进行讨论 , 它的力学背景可以是一束并排的纤维
或单向受拉的试件 .
令系统由 N 个单元组成 , 每个单元有两种可能状态 : x = O , 称 为空座 ; x : = 1 , 称 为实座 .
实座相 当于断键 , 而空座则为完好的键 . 整个系统的状态组成一个图型 , 以
x = 恤 = O 或 1 1= 1, … , N }
表示 . 系统状态的实座 占据数为
1卯 2一 12一 25 收稿 , 19 3一5一 16 收修 改稿 .
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(l )
而 占据率为 p= n / N. p描写了系统的损伤率 , p 二 O为无损伤的完整态 ; 0 < p < 1 为损伤态 , 实
座集 团相 当于有一定尺度的裂纹 ; p = 1 的状态 凡 = {x `= 1 1= 1 , … , N }则相应于断裂态 .
系统的可能状态数为
口= Z N , (2 )
。 个状态点构成了系统的相空间 . 相空间中的状态可按 城 或 川划分为 (N + 1) 组 , 各组中的
状态数为
口 _二 - , 书井 -一 , .n ! ( N 一 n )! (3 )
断裂态 耳 是 n = N 一组 中唯一的状态 .
l 图型动力学
我们将限定损伤连接过程所遵从的动力学规则具有确定性和不可逆性 . 确定性是指系 统
演化的动力学轨道由初始状态唯一确定 ;不可逆性指的是一个单元从空座变为实座是可能的 ,
而相反的变化不可能发生 , 这相当于不考虑愈合现象 .
当系统按照确定性的 、 不可逆的动力学规则演化时 , 相空间中的状态可分为两类 : 瞬态与
不动点 . 任一演化过程均表现为经历一系列瞬态而达到某个不动点 . 系统演化的终态集相应
于相空间中的不动点的集合 .
系统的演化动力学可由相空间中的流及相空间的结构刻画 . 相空间的流是指从所有的状
态出发的演化轨道 的集合 . 相空间的结构可由一系列不动点吸引子及其相应的吸引域描述 .
为了反映系统的总体行为 , 本文将对系统的动力学演化引入统计描述 .
如果 以实座数为 n 的一组 风个状态为初态 , 则其演化终态一般可能属于若干不同的组 .
令其中终态属于 n ’ 组的演化过程数为 几、 , 以 几。 , 为矩阵元可构成一个 (N + l) x (N 十 l) 的矩
阵 Y , 称之为演化矩阵 .
由于演化动力学的不可逆性 , 终态 的占据率不可能低于初态占据率 , 因此 凡 , , = o 当 。 > 。 ’ ;
对角元素 凡。 给出相应的第 。 组中不动点的数目 . 不动点总数 : 二艺入。 是系统动力学演化各种
可能终态的总数 . 属于第 。 组的 先。 个不动点的各吸引域中所包含的状态总数为
M
·幸。 y一
断裂态 凡是 。 二 N 组中唯一的状态 , 是一个不动点 . 矩阵元 先 、 代表第
的状态数 , 而 戈吸引域中的总状态数为
(4 )
n 组中属于 戈 吸引域
(5)6(7)M F = 艺 , 。 N
定义关于状态的概率分布函数
中 ( P )三 甲。 = y o N /刀 。
C( )P三 乙, = 夕。 、 /M ; ,
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其中 p= / nN. 甲 与 C描写X F 的吸引域在相空间中的分布 , 叫 )P 是各状态组中属于 戈 吸引域
的比例 , 《 )P 是戈 . 吸引域中属于不同状态组的比例 .
根据演化的终态 , 可将相空间中的流分为两种演化模式 : 整体稳定模式 (G S 模 : G lo b al y
S t a b l e M o d e s )与演化引起剧变模式 ( E I C 模 : E v o l u t i o n I n d u e e d C a t a s t r o p h i e M o d e s ) 12 ] . E一c
模是以 芯 吸引域中的状态为初态的演化过程 , 以 XF 态为吸引子 , 最终 导致断 裂 . G s 模则是
以其他吸引子为终态的演化过程 , 最终保持整体稳定而不导致断裂 . 在动力学范 围 , 演化属
于何种模式是由系统所处的状态决定的 . 相空间中的状态可按照动力学演化所呈现的模式分
成两类 , 分别称为 G S 态与 EI C 态 .
现在考虑模拟裂纹间连接过程的演化动力学的一种具体形式 . 假定成核损伤的应力释放
由其两侧邻域平均承担 , 而相邻损伤的连接由连接段上的平均应力超过强度来确定 . 由此 可
导出连接规则如下 (见文献 肆】) : 令 厂实座集团与 、 实座集团之间由一个 了空座集团隔开 , 则发
生连接过程的条件可表达为
z、 粤( : + 、 ) , (8 )
其中 G 为参数 . 若空座集团位于系统的终端 , 则 ( 8) 式 中取相应的 : 或 、 为零 . ( 8) 式也可理解
为 , 一个尺度为 : 的裂纹在其两端 以外各存在尺度为喜G : 的影响区 , 当两条裂纹 的影 。向区 互- - - - - 一 一 ” 一 ” ” 一 ’ 一” ” - - 一 ’ - - 一 2 - 一 ’ 一 ’ ` 一 ’ 一 ’ 一 ` ’ 一 一 、 一 ` ’ ~
相接触或重叠时 , 二者之间将发生连接过程 . ( 8) 式所代表的图型演化动力学 是确定性的 、 不
可逆的 、 非线性的和非局域的 . 非局域性是指连接过程导致的单元状态的变化 , 不仅取决于 局
域条件 , 而且还可能与远处单元的状态有关 . ( 8) 式是一种无特征尺度的规则 .
这里 , 将 EI C 模与逾渗现象阴 作一简单比较 . 由 ( 8) 式 , 一个 ; 实座集 团对应一个尺 度为
( 1 + G )r 的有效区 . 有效区 占据率可估计为 p ’ = (l 十 G ) p . 若有效区覆盖整个系统 , 则必属丁
EI C 模 . 有效区逾渗存在某种联系 . 作为 一维逾渗 , 有效区逾渗阂值为 川 = 1 , 相应实座 占据
率为
P = l / ( l + G )
.
(9〕
实际 一匕 EI C 模并不能归结为逾渗现象 , 两者有本质区 别 . 逾渗是外参量 p 控制的平衡态相
变 . EI C 模则描写远离平衡态的演化过程 , 这里 p 是一个变量 , 而且演化是与图型有关的过
程 , 不能由 p 唯一确定 . 下面将指出 , 阂值条件 ( 9) 式对 EI C 模只有某种平均的或最可儿的意义 .
现在给出按动力学规则 ( 8) 式演化的系统的若 二F实例 . 对 N = 10 情形 , 口二 10 24 , 相空 间
表 l 演化矩阵 Y 与 几 , N = 10 , G =
ll()书2()川哭0朴|
l,
l]` -
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划分为 1组 .表 1列 出了 N =0 1, G 二 1情形的演化矩阵元 几才 , 并附以 风 作比较 . 断裂态 凡
吸引域的分布函数 甲。 与 C, 列在表 2 中 .
表 2 分布函数 沪。 与心。 , N = 10 , G 二
n 1 0 9 10
仓〔眨石7
0
.
0 117
0 43 33
0
.
13 34
0
.
8《为 5
0
.
2 9 1
6
0
. 叭拓7
0
.
29 77
1 1 1 1
0
.
17印 0 . 《万印 0 . 0 147 0 .的15
0八U八Un00钱公
由表 1 的数据 , 相空间中不 动点 总数为 z 二 179 . 值得 注意 的是 , 在靠近断裂态 的 区域
(0
.
7 ( p < l) 不存在不动点 , 所有的状态均为 Xr 吸引域中的瞬态 .
表 2 所列 甲。 与 心。 刻画了断裂态 XF 的吸引域在相空间中的分布一个极重要 的特 征是 : 甲不呈现为从 0 跃变为 1的阶梯函数 , 甲印)从 o 变为 1 是经过一个过渡区 几 < p < p 。 实现的 :
殉 )一 0, 当 ”勺 成几 , }
0 < 甲印) < `, 当 p : < p < p u , }甲(P ) = l , 当 p u簇 p 蕊 l · J
( 10 )
对 N = 10 , G 二 l 情形 , 过渡区的上 、 下界分别为 p 。 二 0 . 7 , p : 二 .0 2 . 戈吸引域 中的总状态 数为
M
; 二 68 2 , 其 中处于过渡 区的数且为 M声二 506 , 有 M刀口 二 .0 6 60 2 和 M声/M ; 二 0 . 741 94 . 后
一数据表示 , 对于断裂现象 , 过渡区的存在 占有重要甚至主要的地位 .
状态数
过渡区上界
G S 区
Ecl 起始态
户二 , 一
Ecl 区
长
过渡区下界
代表 20 个状态
P 1
.
图 1 相空间分区示意图
图 1是 N = 10 , G = l 情形相空间分区示意图 , 给出了 G S 态与 EI C 态的分布 (两者 以 实
线为界 ) ; 两条虚线之间为过渡区 , 是 G S 模与 EI C 模并存的区域 ; EI C 区中实线与点划线之
间的区域将在下节中说明 .
过渡区的存在 , 在本文所讨论的这一类演化模型中有普遍性 . 在表 3 中 , 列 出了不同参数
下刻画过渡区的参量 . 这些数据表明 , 各种参数下均存在明显的过渡区 .
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表3 不同参数下的过渡 区
5 N7 69 1 8 01 01 0
G1 1 1 1 1 1 0
.
2 5
P ` 0
.
2 0
.
167 f)
.
2 8 57 0
.
2 5 02 22 2 0
.
2 0 0 4
.
1
p( 0
.
8 0
. 仅6 1) 7 (.7 1 43 0.7 5 0. 亡证石7 0.7 0. 8 0. 5
M
;
/M
;
0
.
3 582 5 0 41 1) (
.
9 7 52 07 37 6 0
.
6 1 2 0 0
.
7 49 1 0
.
7 7 3 6 0
.
39 21
根据演化规则) 8 (, 可以证明
lim P
: = 0
,
( 1 1)
l、m : : 一 1 / ( 1 + 冬。 )召 一 卜 了 乙
过渡区的范围与演化规则有关 .
过渡区的存在意味着 , 在 p 空间中动力学演化模式 G S 模与 EI C 模之间并无明显分界 , 不
存在一个划分两种模式的临界 p 值 , 两种模式在 p 空间中的分布需由概率分布 函数 毋印 )或者
套伽 )描写 .
2 图型的随机跃迁
作为损伤断裂演化模型 , 我们假定 , 图型的演化一方面遵从确定性 的动力学规律 , 沿相空
间中动力学轨道运行 ; 另一方面又 可出现图型 的随机跃迁 , 用以描述微损伤成核等 随机过
程 . 随机跃迁可能导致图型的演化从一条动力学轨道转移到另一条轨道 , 从一个吸引域转移
到另一个吸引域 , 特别是从 G S 模转变为 EI C 模 , 从而最终导致断裂 .
我们将对随机跃迁作一些限定 , 即规定跃迁的选择定则和跃迁概率 :
(l ) 不可逆性 , 即空座变为实座的跃迁是允许的 , 而相反的变化是禁戒的 ;
( 2) 侮次跃迁引起图型中单元 占据数 n 的变化为 △ n 二 + ;l
( 3) 等概率性 , 各种可能的跃迁有相同的概率 .
一 个实座数为 (n 一 l) 的状态有 ( N 一 n + 1)个空座 , 发生 △n = 1的跃迁方式有 ( N 一 。 十 1)
种 , 分别变为实座数为 ” 的 ( N 一 。 + l) 个不 同的状态 . 相空间中第 (n 一 l) 组共有 只 _ _ , 个状
态 , 故从 (n 一 l) 组向 n 组跃迁的可能方式数为
v 。 三三 v 。 一 l , 。 = (N 一 n + l )只 一 , = n 口 。 · ( 13 )
( 13) 式最后一个等式由 (3 )式导出 , 其意义是 n 组的一个状态有 n 个实座 , 可 由 (n 一 l) 组 中 n
个不同的状态通过跃迁而得到 , 因此 , ” 组 的 只 个 状态 可通过 n 口。 种不 同的跃 迁方式 与
(n 一 l) 组的状态相联 系 . 令
( 14 )
v 是系统 中满足选择定则的一切可能的跃迁方式的总数 .
容易看 出 , 跃迁不可能使 EI C 模转变为 G S 模 , 故跃迁可分为 G S ~ G S , EI C 一 ` EI C,
以及 G s , lE c 3类 . (n 一 l) 组 中 , E l c 状态数为 只 _ 1价。 _ 1, 可发 生 (N 一 n 十 l) 风 一 ,叭一 , 种跃
迁 , 均变为 。 组的 曰 C 态 . n 组的 EI C 态有 只职。 个 , 可通过 n只沪。 种跃迁方式从 `。 一 l) 组 的
状态得到 , 其中除 ( N 一 n + l) 几 1中。 , 种 EI C 一 EI C 跃迁 外 , 其余 为 G S 一 , IE C 跃 迁 . 因
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此 , ( n 一 l) 组向 n 组的跃迁中 , 导致 G S 模 向 IE C 模转变的跃迁方式数为
拼。 ` 拜。 一飞月 = 。 口 。 甲。 一 N( 一 ” + l )风 一 ,甲。 一 1
5)6)
了`、.
拜
N艺间一
气拜价一中一
拜是系统中一切 G S ~ IE C 跃迁方式的总数 .
定义关于跃迁的断裂概率分布函数
妙, 一 诊。 二 沙一令 一 中一叭一
叮印 )三 刀。 三 叮。 一 1刀 二 一 (甲, 一 甲。 一 1)拼
( 17 )
(1 8)
气一料拼一-
价, 是 恤 一 l) 组向 。 组的一切可能的跃迁中 GS ~ IE C 跃迁所 占的比例 ; 叮
。 是一切 G S ~ IE C
跃迁中 , 属于 (n 一 l) 组向 n 组跃迁所 占的比例 . 少。 与 叮。 均满足归一化条件 .
价印) 与 ”印)是描写跃迁引起 G S 模向 EI C 模转变的概率分布函数 , 它们有一个非零区 , 与
叫 )P 决定的过渡区大体相 当 :
价( P ) > 0 , ” ( p ) > 0 当 P L < P ( P o . ( 19 )
少切 通常为单峰函数 , 令 p , 为峰值位置 . 定义介艺p价印) , (2 0)
。 = [艺( p - 万) 2功伽) ] ’ /2 (2 1)
6厉刻画了 价印) 的基本形态 .
对于 N = 10 , G = l 情形 , v = 5 1 20 , 拼= 10 3 2 , 有 7三 拜 /v = 0 20 15 6 . 表 4 #lJ 出了 v 。 , 拜。 ,价。
与沙一p与
表 4 v n , 召。 , 妙。 与 叮。 , N = 10 , G = l
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v ” / 10 卯 3印 吕喇) 12印 12印 吕绍0 3印 卯 10
风 / 0 0 24 308 474 198 28 0 0 0
叻。 / 0 0 0 (又石7 0 3肠 7 0 376 2 0 . 157 1 0乃3 33 0 0 0
叮。 / 0 0 0
.
02 33 0
.
29 8 5 0件男3 0 . 19 19 0 . 02 7 1 0 0 0
在表 5 中 , 列出了不同参数的 几 ,五司万及 : , 并列人 ( 9) 式决定的 cP 作比较 .
表 5 不同参数下的 几 , 瓦a /万, 下与 cP
N 5 6 7 8 9 10 10 10
G 1 1 1 1 1 1 0
.
5 2
P 0
.
5 0
.
5 0
.
5 0
.
5 0
.
5 0
.
5 0
. 仅汤7 0 . 333 3
P
,
0
.
6 0
.
5 0
.
5 7 14 0
.
5 0
.利叫 0 . 5 0 7 0 . 3
P 0
.
6 0
.
52 78 0
.
5 388 0
、
53肠 0 . 47 14 0鸿7 24 0 . 67 89 0 . 30 10
。 /万 0 . 19喇〕 0 20 1 1 0 . 1劝 2 0 . 2 148 0 . 20 16 0. 194 9 0 . 1的1 0 . 2 17 3
下 0 . 3 12 5 0 . 29 17 0之 72 3 0 . 2 383 0 . 2 13 1 0 . 20 16 0
.
1762 0刀 79 3
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叔 P )的意义是 , 若以随机积累 的方式增加实座 占据率 , 当占据率达到 p 时出现 G S 模 向
EI C 模转变从而导致断裂的概率即为 沙(川. 由表 5 的数据可看到 p 川 与 p 比较接近 .P , 反映
了断裂与逾渗之间的某种联系 , 即有效区逾渗的概念在一定程度上反映 了 G S 模 向 EI C 模转
变的最可儿的及平均的行为 . 但是 , 由表 4 与表 5 的数据 , 功勿)在相 当宽的范 围内有 明显的
非零值 , 其根源在于动力学行为与图型 (即实座占据位形 )有关 , G S 与 E IC 模并非以某个确定
的 p 值为分界 . 因此 , 作为一种非平衡演化现象 , 断裂在本质 上不能归结为逾渗现象 .
在损伤随机积累最终导致断裂的过程 中 , G S 模向 EI C 模转变有关键的意义 . 因此 , 在断
裂现象中 , 戈 吸引域 ( 即 EI C 态 ) 内那些通过 G S 一 EI C 跃迁所能达到的态有特殊的地位 , 尤
其是其中不被动力学轨道流经的状态 , 它们实际上是 EJ C 模 的真正起始态 , 这些状态决定 了
系统的寿命 . 令 t 。 为实座数为 视 的状态中 EI C 模起始态的数 目 , 令几= t 。 / Q n . 在表 6 中列出
表 6 E IC 模起始态的 分布 (N 二 10 , G = 1)
0 0
4 5 6 7 8 9 10
85 156 9 2 12 0 0 0
0 0 0
一伪 6 7 0 .粼闷8 0 . 6 19 1 0碑38 ] 0 . 1 0 0 0
了 N = 10 , G ” l 情形的 t。 与人 . 可 以 看到 EI C 模起始态 的分布范 围大体与过 渡区相 当 (即
f (P )二 、八> O , 当 p : < p 蕊几〕 . 这也反映了过渡区在损伤断裂现象中的重要作用 . 在 图 1 中 ,
E I C 模的起始态以 EI C 区 中实线与点划线之间的区域表示 .
3 结 论
本文采用确定性动力学与随机跃迁并存的演化模型 , 从图型演化的角度研究损伤断裂现
象 , 在这个模型中 , 以确定性 、 不可逆 、 非局域 、 非线性的动力学演化规则模拟微损 伤之间的连
接过程 , 以不可逆的随机跃迁模拟微损伤的成核过程 . 实际上 , 这类动力学与无序性并存的
图型演化是相 当普遍的现象 . 本文着重考察断裂的发生条件 , 它可归结为一种特定 图型的形
成 和一类特殊的动力学演化模式的出现 , 即随机跃迁导致 G S 模 向 EI C 模转变 . 我们指出 , 统
计描述是一 种有效的工具 . 本文分析了相空间中的流和结构 , 定义了演化矩阵 , 在此基础上 ,
引入分布函数 中印) 与 C(P )刻画断裂态吸引域在相空间中的分布 , 引入分布函数 价(川 与 叮(P
描写发生 G S 模 向 曰 C 模转变的概率分布 . 此外 , 还定 义了描述 EI C 模起始态 的分布函 数
f 沙) , 材料 的寿命 与这 些 EI C 模起始态有密切关系 . 本文讨论的演化模型的一个重要特征是
在占据率 p 的空间中存在 一个相 当宽的过渡区 , 在这个过渡区 中 , G S 模与 EI C 模并存 , G S 模
向 E IC 模的转变有显著的非零概率 , EI C 模的起始态亦分布在这个过渡区 内 . 过渡区 对断裂
现象有基本的意义 . 本文对损伤断裂图型演化的描述方法及一般特征的讨论有一定的普遍意
义 , 有关概念和结果可作为进一步研究的出发点 .
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